Loi de composition interne

!'! L’élément neutre - Avertissement

* est une loi
de composition
internedans E

& V(ab)eE?; axbeE

S est stable dans (E*)

e est l élément neutre
dans (E,x)

e est l'élément

ad | neutre dans (S,*)

Avec E est un ensemble défini implicitement ou explicitement.

g La Stabilité

S est une partie

Stable dans (E,*) <

V(x,y)eS?; xxy €S

Avec * est une loi de composition internedansEet S C FE

Ew

La stabilité conserve I Associativité
La stabilité conserve la Commutativité
La stabilité conserve la Distributivité

EM

*x est LCI dans E

SCE >

S est stable dans (E,*)

Q L’associativiteé :

vV (x,y,2) € E®

* est uneloi|
(x*xy)xz=xx*(y*z)

associative

Avec * est une loi de composition interne dans E .

La commutativiteé :

v (x,y,) € E?

* est uneloil
X*y=y*X

commutative

E L’élément neutre :

e est l'élément

|(E|! ecE),(VxeE)
neutre dans (E,*)

exx=x*xe=x
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a = sym(a)

axad =a ra=e
dans (E,*)

Avec * est une LCl dans E.
e estI’élément neutre dans (E,*).
L'élément a’ est unique dans E.

!!'1 Le symétrique d’un composé :

sym(a * b) = sym(b) = sym(a)

| oubien :
(axb) =b +a

oubien :

Avec * est une loi de composition interne associative dans E.
e est I'élément neutre dans (E,*).
a et b sont deux éléments de E.

_!!l L’élément réqulier d’une LCI :

a est un élément

| axx=a*xy = x=Yy
régulier dans (Ex)

Quelques soient x et y dans E.
Pour toute LClI * dans E.

!g L’Homomorphisme :

vV (x,y) €E?:
fx=y)=fx)Tf()

f est un homomorphisme |
de (Ex*) vers (F,T)

!E! L’lsomorphisme :

f homomorphisme

f est un isomorphisme |
f est une bijection

de (Ex) vers (F,T)
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14 L’Homomorphisme conserve la stabilité : _Z! Le sous-groupe d’un groupe :

f(E) est une partie

f: (Ex) — (FT)
| stable dans (F,T)

f est homomorphisme

(H,x) est un
sous — groupe = |
du groupe (G,*)

HcSG; H*0
V(x,y)eH? ; xxsym(y) eH

!E L’Homomorphisme conserve
I’associativité :

f: (Ex) — (FT)
f est un homomorphisme =
x est associative dans (E,*)

T est associative
dans (f(E),T)

!!i L’Homomorphisme conserve

la commutativiteé :

f: (Ex) — (FT)
f est un homomorphisme
* est commutative dans (E,*)

N T commutative
dans (f(E),T)

gl L’Homomorphisme conserve

la structure de groupe :

f: (G — (FN)
f est un homomorphisme =
(G,*) est un groupe

f(G;%)=({(6);N

est un groupe

* associative dans G = T associative dans f(G)
e=EN(G») = f(e) =EN(f(G)D)
x' =sym(x) dans 6 = f(x") = sym(f(x)) dans f(G)

@ La structure d’Anneau :

!E L’Homomorphisme et I’élément neutre :

f: (Ex) — (FT)
f est un homomorphisme =
e est 'EN dans (E*)

f(e) est 'EN
dans (f(E),T)

Avec : L’EN =I"élément neutre.

!!'! L’Homomorphisme et la symétrie :

f: (Ex) — (FT)
f est un homomorphisme| =
x =sym(x) dans (Ex)

fx) = sym(f(x))
dans (f(E),T)

[E La structure de groupe :

* est associative dans G
* admet un EN e dans G

(G,*) est
| (Vae(6))(3! sym(a) =a €(Gx)

un groupe

(G,*) est un groupe
* est commutative dans G

(G,*) est un |
groupe abélien

Groupe abélien = Groupe commutatif

(G,*) est un groupel |a est un élément
= A ,
aeE régulier dans (E,*)
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(A,*) est un groupe abélien
(A ,%,T) est 2.
h < | T est associative dans A
un Anneau T est distributive prp a x dans A
prp = par rapport
A ,x,T) est
lfn Anzleau - (A ,x,T) est un anneau
commutatif T est commuative dans A

g! Diviseurs de Zéro dans un anneau

a est un diviseur
de Zéro dans (A ,x,T)

(3beA),(b=+e)
aTb=bTa=c¢e

Avec (A ,*,T) estunanneau.
e est I’élément neutre de laloi *.
eta+#e.

m Anneau intéegre :

vV (a,b) e A% :

(A,xT) est un |
alb=e =

Anneau integre

| oubien a=-ce
oubien b=e

@ La structure de corps :

(K ,*,1) est un anneau unitaire

(K ,*,T) est |
(vxeK"),(3!x" = sym;(x))

un corps

Le mot unitaire veut dire que T admet un élément neutre
(appelé souvent I'unité) dans K.
Avec e est I’élément neutre de * dans K. et K* = k\{e}
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@ La dimension d’un_esp vectoriel :

m Caractérisation des corps :

(K ,x,T) est (K %) est un groupe abélien
un corps |

Le nombre d éléments d une base d un esp vect E
s appele la dimension de E. notée dimE = neN".

(K*,T) est un groupe
T est distributive prp a * dans K
Abélien signifie commutatif.
e est I'élément neutre de * dans K.

K* = K\{e}.

@ Espace vectoriel réel :

_EE! Espace vectoriel de dim fini E=R?:

(X,7) est une base de E

La famille (X,y) PN

est libre

(E,*) est un groupe abélien
(axB)-x=a-x* f-x
(aB)-x=a-(B-x)
a-(xxy)=ax*xa-y
1'x=x

(E ,x,) estun
espace vectoriel

La famille (%,7) det(x,y) # 0

Avec a et [§ sont deux éléments de R.
et x et y sont deux éléments de E.

g'! Famille génératrice :

=
est libre
La famille (X, ) - a4
est libre ||§I EI

(VaeE),JapeR)

La famille (x,y) est
a=ax+p-y

génératrice de E

E;! Calcul du Déterminant 4une Matrice:

det(M) = |‘cl ‘;| =ab-cd

g’ Dépendance & indépendance :

a i g
, . 3 (a, B) e R?*" : g | | |
La famille (x,y) est liée S det(N)=|e b +k
! ) a-x+p-y=0 ) k f i [ c f c b j
= (abc + efg + ijk) — (gbk + ajf + iec)
2 o
La famille (x,y)| VRGNS - Et a=0
est libre ax+p-y=0 = {EtB—O e
- ==ilp Jenly 91|
k k c e
L. . e d Ja i a i
_E!" Caractérisation des SEV : =9k 17k £ Cle bl
F est un sev o |(Vae]R{),(\7’x,yeF) : | | | |e d|
de (E,+,) (ax+y)€eF f ¢ k c I r
sev = sous-espace vectoriel. —e |i g| +b a g _j|a i|
avec (E, +,") est un R-espace vectoriel. f c |k C| k f
et FCE.
_ 9 a i
=kl 9]-rle §l+el ]
E!l Base d’un espace vectoriel :
. + - +
La famille (x,y) est (VmeE),(3! a,feR) : Regle des signes : |— + -
une base de E m = ax + By + - 4+

Avec E est un espace vectoriel.
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